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Bulletin de Mégamaths du 17 octobre 2013 


Trois questions simples d’algèbre linéaire 


Jeudi 17 octobre 2013 : j’avance sur mon projet de réunir les bases d’algèbre 
linéaire, mais j'ai complètement changé d’objectif ce matin et il a fallu réor- 
ganiser tous mes textes déjà tapés, quelle diablerie… 


J’en ai terminé avec mon idée de construire un livre d’environ 220 pages 
intitulé Fondamentaux d’algèbre linéaire dans la lignée des Fondamentaux de 
géométrie ou des Fondamentaux d’algèbre et d’arithmétique. 


J’ai finalement décidé d’éclater ce volume en préparation en plusieurs fasci- 
cules indépendants dans la nouvelle collection Dossiers mathématiques. Cela 
permettra à qui veut de s'intéresser à un thème plus qu’à un autre, et ne pas 
être obligé de tout avoir dans un seul recueil. Cette solution me semble au- 
jourd’hui plus souple, et m’obligera à préparer beaucoup plus de « belles » 
couvertures de bouquins avec de beaux visuels : de quoi s’amuser, pour sûr ! 


Donc, ce matin je m'oriente vers une série de lectures en algèbre linéaire, 
touchant les cinq thèmes suivants (qu’il sera conseillé de lire dans cet ordre 
pour qui voudrait tout réviser un jour) : 


1) Introduction à l’algèbre linéaire (DM n°004 en construction) 
2) Matrices (DMXO1 en projet) 

3) Dualité en algèbre linéaire (DM n°002 déjà paru) 

4) Déterminants et systèmes linéaires (DMXO02 en projet) 

5) Réduction d’endomorphismes (DMXO03 en projet) 


Cet après-midi, j’ai travaillé sur Introduction à l'algèbre linéaire, le fascicule 
DMO004 qui traitera de la toute première approche de l’algèbre linéaire. J’y 
parlerai d'espaces vectoriels, de sous-espaces vectoriels, de sous-espaces engen- 
drés par une partie, d'applications linéaires, de dimension finie, et des deux 
théorèmes fondamentaux de la théorie que sont le Théorème de la base incom- 
plète et celui de la dimension. J’ai de bonnes heures à passer en perspective ! 


J’ai avancé lentement maïs sûrement, et j'en ai profité pour traduire des 
résultats de cours en questions à poser, comme j’en ai l’habitude : l’idée est 
de ne pas s'endormir en disant « c’est du cours », mais de se savoir capable 
de répondre à ces questions de bases en toute circonstance. 


Voilà ci-dessous trois petites questions des débuts de l’algèbre linéaire, aux- 
quelles vous pourrez vous amuser à répondre, et pourquoi pas, rédiger vos 
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réponses si vous avez un peu de temps. Je propose mes rédactions à la fin du 
document : vous pouvez aussi vous contenter de les lire et les soupeser. Tout 
est bon pour s’amuser en maths ! 


Je viens de placer ces trois questions dans le volume Acquisition des fon- 
damentaux pour les concours, volume IT - Algèbre linéaire qui continue à se 
construire petit à petit pour une parution dans un ou deux ans, qui sait ? 


Je place aussi ces exercices dans le volume CAPES/AGREG Maths, prépa- 
ration intensive à l'entretien, qui est offert sur MégaMaths. 


Faites bien attention au piège de la Question 3 dans lequel on tombe 
facilement à l’oral si l’on a des idées floues sur le sujet... Si par hasard je pose 
cette question, je m'aperçois souvent qu’on me répond en se trompant.… Et 
il faut bien le dire, on meurt d’envie de répondre comme on le fait dans la 
remarque placée après solution. Et vous, qu’auriez-vous répondu ? 


Bon appétit à tous ! 
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QUESTIONS 


Question 1 Soit À une partie non vide d’un espace vectoriel E. Comment 
définissez-vous le sous-espace vectoriel de E engendré par À ? Montrez que 
ce sous-espace est formé de toutes les combinaisons linéaires finies d'éléments 


de À. 


Question 2 Soient F et G deux sous-espaces d’un espace vectoriel E. Quand 
dit-on que F et G sont supplémentaires dans E ? Proposez deux définitions, 
puis montrez qu'elles sont équivalentes. 


Question 3 On considère m sous-espaces vectoriels F1, .…, Fm d’un espace 
vectoriel E. Quand dit-on que ces sous-espaces sont supplémentaires dans E ? 
Proposez deux définitions, puis montrez qu’elles sont équivalentes. 


e L'ensemble de tous les sous-espaces vectoriels de Æ qui 


contiennent À n’est pas vide, car contient EF, et l’intersection : 


CR: 
ACF, F s.e.v 


de ces sous-espaces est encore un sous-espace vectoriel de Æ comme intersection 
de sous-espaces vectoriels. 


Comme F contient évidemment À, on constate que F est le plus petit sous- 
espace vectoriel contenant À (au sens de l’inclusion) : tout sous-espace G de E 
qui contient À contiendra F. On note Vect (A) = F, et l’on dit que Vect (4) 
est le sous-espace vectoriel de E engendré par A. 


e On démontre que Vect (4) est formé de toutes les combinaisons linéaires 
finies d'éléments de À, autrement dit que Vect (A) = V où : 


Vr= > Àiti/meEN* (}1,..,Âm) € KT et (x1,.…., Tm) € an) 


i=1 
La vérification se fait en trois temps : 


- V est un sous-espace vectoriel de Æ. En effet, il est facile de voir que 
sir,yE Vet À € K, alors x + Ày est encore une combinaison linéaire finie 
d'éléments de À, donc appartient à V. 


- V contient À puisque si x € À, alors x est clairement une combinaison 
linéaire finie d'éléments de À. 


- V est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant À. En effet, si G 
est un sous-espace vectoriel de Æ qui contient À, alors G contient tous les 
produits À;x; de vecteurs x; de À par des scalaires, et aussi toutes les sommes 
31 A; de ces produits (stabilité de G pour l'addition et la multiplication 
externe). 


Soient F" et G deux sous-espaces d’un espace vectoriel E. On 
dispose des deux définitions équivalentes suivantes : 


Définition 1 — F'et G sont dits supplémentaires dans Æ quand 
tout vecteur x de E peut s’écrire de manière unique sous la forme 
x = 1 + 2 avec 1 E F'et 22 € G. 


Définition 2 — F et G sont dits supplémentaires dans E si et 
seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites : 
()E=F+G. 
(2) FNG = {0}. 
On note alors E£ = F& G. On rappelle que F + G est l’espace vectoriel 


engendré par la réunion FU G, et qu’il s’agit aussi des sommes d’un vecteur 
de F' et d’un vecteur de G, c’est-à-dire : 


F+G = {2EE/x ver xG z2=x+y} 
— {x+y/xeFetyeGt}. 


Montrons que les définitions 1 et 2 sont équivalentes : 


[Définition 1 = Définition 2] — Supposons que F et G soient supplé- 
mentaires au sens de la Définition 1. Alors par définition E = F +G. Si 
x € FNG, alors x se décompose a priori de deux façons différentes comme 
somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G : 


z=x+0 avecexeFeæt0eG, 
z=0+x avec 0eFetxeG. 


L’unicité de la décomposition donne x = 0. Ainsi FNG C {0}, et comme 
l'inclusion réciproque est évidente, on obtient FNG = {0}. Cela montre que F 
et G vérifient les conditions de la Définition 2. 


[Définition 2 = Définition 1] — Supposons que F et G soient supplé- 
mentaires au sens de la Définition 2. Alors E = F'+G donc tout vecteur de E 
se décompose comme une somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G. Si 
x = di +22 = 2) + 2, avec x1,21 € F et x2, x, € G, alors : 


t—% =1% —-2%2EFNG= {0} 


donc x1 = x! et x2 = x. Cela montre l’unicité de la décomposition de x dans 
la somme F' + G, et permet de conclure. 


Avant de répondre, rappelons que la somme F, + + F, 
de m sous-espaces vectoriels de Æ est par définition l’ensemble des sommes de 
vecteurs de ces sous-espaces, autrement dit : 


Fi+..+Emn={ti+...+im/ Vielflm meF} 
On connaît les définitions suivantes : 


Définition 1 — Fi, .…., F} sont dits supplémentaires dans E si 
tout vecteur x de E peut s’écrire de manière unique sous la forme 
T = 21 +... + Tm OÙù dv; € F; quel que soit à € [1, ml. 
Définition 2 — F,..., F,, sont dits supplémentaires dans Æ si et 
seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites : 

(1) E=F+..+Emn, 

(2) Vie [1,m—1] (+... +F)0 Eu =H0k 


On note alors EL = F&6...6 F,. Nous devons montrer que ces définitions sont 
équivalentes : 


[Définition 1 = Définition 2] — Si la Définition 1 est satisfaite, alors 
E = Fi +...+Fn et il s’agit de montrer l’assertion (2). Si i e [l,m—1] et 
xzE(M+..+F)n F1, il existe des vecteurs xx € Fx (1 < k < à) tels que 
Z = %1 +. + x, donc: 


=%+..+%+0 avec x € F; pour tout k (1 
x=0+.….+0+x avec 0€ F% pour tout k (1 


i) et 0€ Fu, 
i) et x € Fri. 


Le vecteur x se décompose de deux façons dans la somme E = F+...+F,, et 
cette décomposition devant être unique d’après la Définition 1, on aura x = 0 
et l'inclusion (F1 +...+F)NF;41 € {0}. L’inclusion réciproque étant triviale, 
on obtient bien (F1 +. + Fi) N F;41 = {0}. 


[Définition 2 — Définition 1] — On suppose que les assertions (1) et 
(2) de la Définition 2 sont vraies, et il s’agit de montrer que la décomposition 
d’un vecteur x dans la somme À +... + F,, est unique. Supposons que l’on 
ait deux décompositions de x dans cette somme : 


T= TL +.. + Em = Yi +... +Ym (+) 
où Ti, Yi € F3, et montrons que la propriété : 


P(k): Vielk:m x=% 


est vraie pour tout k € [1,m] en raisonnant par récurrence finie descendante 
sur k, pour k variant de m à 1. La propriété P (m) est vraie car : 


(ti — Yi) + + (Gm-1 — Ym-1) = Ym — Im € (Fi ++ En-1) 0 En = {0} 


entraîne Tm — Ym. Si maintenant P (k + 1) est vraie, par hypothèse x; = y; 
pour tout à € [k +1,m], donc (x) donne : 


Tite +T = Yi +... +Uk 


et (x — y1) +... + (= L Yk-1) — Yk — Tk € (F +... + HT) NEr = {0}. On 
en déduit que xx = yr, et que la propriété P (k) est vraie. m 


Remarque — On fera bien attention : la condition (2) de la Définition 2 
est plus forte que la condition (Vi £ j F; NF; = {0}) que l’on serait tenté 
d'évoquer pour généraliser le cas m = 2. 


